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ABSTRACT

The paper begins with a short description of phenomenological ideas of Petr
Vopénka concerning the development of children’s geometric concepts and his notion
of personality of a phenomen, which makes the phenomenon an individual entity.
Milan Hejny’s approach to the problem (inspired by Vopénka’s ideas) concerns three
levels of understanding the world of geometry by the child: (I) the level of isolated
models (or preconceptual); (II) the level of personality objects, where a crucial role in
the child’s thinking is played by portraits of basic shapes, serving as universal models;
(III) the level of society objects. The question of pertinence of the label preconceptual
is discussed. Then the theory of five levels of the development of geometric thinking,
created by Dieke van Hiele-Geldof and Pierre van Hiele, is analyzed. The levels are: (I)
visual level (or recognition level) - the students’ thinking is based on visual (gestalt)
grasping of the shape (of a square, rectangle etc.), without identifying their properties
(e.g., they claim that a square rotated by 45° is not a square, some may use the term
diamond); (II) descriptive level (or analysis level) — the student can speak about
properties characterizing a shape; (IIT) abstraction level - the student understands
that some properties are consequences of other properties; (IV) deduction level
(from axioms); (V) rigor level, formal deduction. The theory is also analyzed in the
context of ontogeny (the development of geometrical thinking of an individual child)
and phylogeny (the historical development of geometric concepts, from Tales to 20"
century).
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STRESZCZENIE

Praca zaczyna sie od krétkiego omoéwienia fenomenologicznych idei Petra Vo-
pénki dotyczacych rozwoju poje¢ geometrycznych u dziecka i pojecia osobowosci
zjawiska - tego, co czyni go samodzielng jednoscia; wéréd nich pojawiaja si¢ obiekty
takie jak kwadrat i kolo. Nastepnie analizowane s3 koncepcje Milana Hejnego (in-
spirowane ideami Vopénki) dotyczace trzech poziomdéw rozumienia $wiata geo-
metrii przez dziecko: I — poziom modeli izolowanych (przedpojeciowy) i jego cechy;
II - poziom obiektéw uosobionych, w ktérym mysleniu dziecka istotng role odgrywa-
ja portrety figur geometrycznych jako uniwersalnych modeli; III - poziom obiektéw
spolecznych, idei. Dyskutowana jest kwestia trafno$ci nazwania poziomu I poziomem
przedpojeciowym. Nastepnie analizowana jest teoria pieciu poziomdw rozwoju my-
$lenia geometrycznego u ucznidéw stworzona przez Dieke van Hiele-Geldof i Pierrea
van Hiele. Sg to: I - poziom wizualny (poziom rozpoznawania), na ktérym uczen
opiera swe spostrzezenia dotyczace calo$ciowego, wzrokowego ujmowania ksztattu
figury (kwadratu, prostokata), bez zwracania uwagi na to, Ze majg one pewne wia-
snoéci, np. kwestionuje on fakt, ze kwadrat obrécony o 45° jest nadal kwadratem
(ewentualnie uczen uzna go za romb); II - poziom deskryptywny, opisowy (zwany
tez poziomem analizy), w ktérym uczen potrafi juz méwic o ksztaltach i charaktery-
zujacych je wlasnosciach; III - poziom abstrakcji, na ktérym uczen rozumie juz, ze
jedne wiasnosci wynikajg z innych; IV - poziom dedukcji z aksjomatéw; V - poziom
rygoru w formalnej dedukcji. Teoria van Hieloéw analizowana jest tez w kontekscie
zwiazku ontogenezy poje¢ geometrycznych (w rozwoju indywidualnym dziecka) i ich
filogenezy — rozwoju historycznego (od Talesa po XX w.).

KeYwoORDS: shapes, Hejny levels, van Hiele levels, visual perception, deduction, pre-
conceptual level, ontogeny vs. phylogeny

SLOWA KLUCZOWE: ksztalty, poziomy Hejnego, poziomy van Hielow, percepcja wzro-
kowa, dedukcja, poziom przedpojeciowy, ontogeneza vs filogeneza

WPROWADZENIE

Zr6dtem poje¢ arytmetycznych u dzieci s3 pewnego typu dzialania zwia-
zane z ruchem, z takimi czynnosciami jak wskazywanie kolejnych obiektéw,
liczenie itp. Natomiast wiedza geometryczna wywodzi si¢ z percepcji, gtownie
wzrokowej, czesciowo tez dotykowej, z kinestezji (opartej na czuciu glebo-
kim wlasnej pozycji oraz swiadomosci ulozenia czesci ciata i wykonywanych
ruchéw, poprzez receptory w migséniach i stawach), jakkolwiek akcentowa-
ne tez bywaja dynamiczne aspekty rozwoju poje¢ geometrycznych u dzieci
(Swoboda, 2012b).
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W przeciwienstwie do klarownego obrazu wczesnych etapéw rozwoju
pojec¢ arytmetycznych u dzieci, jaki wylonit sie z badan prowadzonych we
wszystkich niemal krajach, poczatki ksztaltowania si¢ poje¢ geometrycznych
s3 mniej zbadane, poglady na ten temat bardziej rozbiezne, a oparte na tym
teorie ukazujg zwigzane z tym przedmiotem specyficzne trudnosci badawcze.

Przedmiotem tej pracy sa kwestie rozwoju poje¢ geometrycznych
u uczniéw, a w szczegolnosci:

1) opis i krytyczna analiza koncepcji pozioméw Milana Hejnego rozumienia
swiata obiektow geometrycznych przez dziecko, poprzedzona omowie-
niem idei Petra Vopénki, ktore byly inspiracja koncepcji Hejnego;

2) opis koncepcji pozioméw myslenia geometrycznego opracowanych przez
Ding van Hiele-Geldof i Pierrea van Hiele i poréwnanie jej z koncepcja
poziomoéw Hejnego.

Celem niniejszej pracy jest nie tylko omdwienie tych koncepcji teore-
tycznych, ale zarazem rozwinigcie ich i krytyczna analiza. Wazne s3 one
m.in. dlatego, ze teoria van Hieléw wyraznie ukazuje potrzebe modyfikacji
rozpowszechnionych pogladéw dydaktycznych dotyczacych wspomaga-
nia rozwoju poje¢ geometrycznych w edukacji przedszkolnej i nauczania
w szkole podstawowej. Wykorzystane zostang m.in. opracowania Ewy Swo-
body dotyczacego tego, jak dziecko poznaje $wiat geometryczny (Swoboda,
2006; Swoboda, 2012a).

W przeciwienstwie do prac Jeana Piageta, ktorych wiele ukazato si¢ w pol-
skim przekladzie i s3 stosunkowo dobrze przyswojone w polskiej pedagogice,
prace Pierrea van Hiele sg stabo znane, a koncepcje Hejnego znane nielicznym.

KONCEPCJE GEOMETRYCZNE VOPENKI

Analizowane ponizej koncepcje Milana Hejnego inspirowane byly
ideami filozoficzno-geometrycznymi Vopénki, ktore tu sg przedstawione
W zarysie.

Petr Vopénka urodzil si¢ 16 maja 1935 r. w Pradze, zmart 20 marca 2015r.
Studiowat i dziatal na Uniwersytecie Karola. Migdzynarodowy rozgtos uzy-
skaly jego prace opisujace stworzong przez niego Alternative Set Theory
(AST), alternatywna teori¢ mnogosci. Pewne jej aspekty opublikowane zostaly
w polskim przekladzie (Vopénka, 1985), natomiast publikacje geometryczne
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Vopénki ukazaly sie jedynie w jezyku czeskim. Zajmowat si¢ on tez histo-
rig matematyki greckiej i arabskiej oraz filozofig matematyki, pozostajac pod
wyraznym wplywem fenomenologii Edmunda Husserla. Wczes$niej za$ za-
angazowal si¢ w wydarzenia Praskiej Wiosny 1968, przez co spotykaly go
rozmaite represje akademickie, trwajace az do aksamitnej rewolucji. Dopie-
ro w 1989 r. mogla si¢ ukaza¢ w Czechach jego matematyczno-filozoficzna
ksigzka Rozpravy s geometrii. W 1990 r. w postkomunistycznej Czechostowa-
cji zostal ministrem edukacji Czech (Wikipedia — Petr Vopénka).

W swych analizach z filozofii geometrii Vopénka analizowal m.in. przej-
$cie od ksztaltow napotykanych w otaczajacej nas rzeczywistosci do ideal-
nych figur geometrycznych. Pisal: ,Geometra ma przed sobg kartke papieru
pokreslong liniami o rozmaitym ksztalcie, prostymi lub krzywymi, wza-
jemnie przeplatajacymi sie i krzyzujacymi sie¢ w réznych punktach. Jego
wzrok spoczywa na obrazku, jego spojrzenie przenika jednak caly obra-
zek, wiodac od $wiata realnego do $wiata geometrycznego. Tak na przyktad
w prostej kresce widzi on geometryczny odcinek, widzi to w petnej czysto-
$ci i razem z nig widzi doskonalg bezposrednio$¢. W jednej chwili kreska
narysowana z pomocg linijki przeobrazila si¢ u niego na zawsze w odcinek
geometryczny” (Vopénka, 1989, s. 16).

Wedlug Vopénki poczatkowo w umysle dziecka nie ma jeszcze zadnych
obiektow geometrycznych - jawig sie tylko przedmioty rzeczywistego $wiata.
Pézniej dziecko zaczyna dostrzegac co$ wiecej, moze na czyms$ skupi¢ uwa-
ge, wyrdzni¢ to spomiedzy innych rzeczy, np. koncentruje si¢ na ksztalcie
widzianej rzeczy lub na jakims$ specjalnym ulozeniu przedmiotéw. To, na
czym dziecko skupia uwage, Vopénka nazywa zjawiskiem, fenomenem (cze-
skie jev). Pierwsze ujmowanie takiego zjawiska jest bierne, bodziec wychodzi
od fenomenu. Potem niektdre z tych zjawisk zaczynajg jakby istnie¢ samo-
dzielnie, jako pewne jednosci, funkcjonujace juz bez wsparcia w konkretnym
przedmiocie. Vopénka wprowadza pojecie osobowosci fenomenu - to jest to,
co czyni go samodzielng jednosdcig. Cztowiek moze uswiadomic sobie taka
osobowos¢, uznac ja. Wsrod takich osobowosci pojawiaja si¢ obiekty geome-
tryczne, np. kwadrat, kolo/okrag, odcinek.

Do tego, aby obiekt stal si¢ osobowoscia dla dziecka, nie jest konieczne na-
zwanie go. Nazwe dziecko slyszy od doroslego, ale ta nazwa nabiera istotnego
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znaczenia dopiero wtedy, gdy dziecko ma intuicyjng $wiadomo$¢ istnienia
tego obiektu. Wtedy tez mozliwe jest myslenie w terminach zjawisk stowa-
rzyszonych, takich jak ,,prostos$¢” (linii), ,przecinanie’, ,dotykanie’, ,lezenie
miedzy”. Zjawiska stowarzyszone, gdy stang si¢ trwale w umysle dziecka, na-
bieraja charakteru wlasnosci cechujacej dang figure lub uklad figur. W ten
sposob $wiat geometrii zaczyna si¢ porzadkowaé w umysle dziecka. Mozliwe
staja si¢ wtedy wyzsze poziomy poznania geometrycznego oparte na wstep-
nym grupowaniu, na stwierdzaniu podobienstw i réznic w poznanych obiek-
tach (Vopénka, 1989, s. 17-26; Swoboda 2006, s. 80).

W tym krétkim przegladzie tych idei Vopénki, ktore sg najistotniejsze
z perspektywy niniejszego opracowania, uderza stwierdzenie, ze jego zda-
niem ujmowanie zjawisk geometrycznych jest bierne, ze bodziec wychodzi
od fenomenu. Nasuwa si¢ skojarzenie z podejsciem Arystotelesa, ktory kladl
nacisk na to, ze poznanie ludzkie ma charakter bierny, a wszelka wladza umy-
stu poznajacego przedmioty zewnetrzne musi by¢ receptywna, tj. musi pod-
dawac si¢ dziataniu tych przedmiotéw (Tatarkiewicz, 1958, t. I, s. 140).

Wyrazny jest wpltyw fenomenologii Husserla na sposéb ujmowania zrédet
geometrii u Vopénki. Husserl wyzwolil si¢ od wpltywoéw kantyzmu, interpre-
tujacego poznanie jako czynny akt umystu, ktérego podstawa sg konstrukcje
pojeciowe (Tatarkiewicz, 1958, t. II1, s. 303).

Byloby interesujgce rozstrzygnac¢, czy idee geometryczne Vopénki wiodly
go, podobnie jak Husserla, w stron¢ swoistego realizmu platonskiego, wywo-
dzonego ze swiadomosci, ale nie ze §wiadomosci pojedynczej osoby, lecz jako
wytworu procesu intersubiektywnego (Tatarkiewicz, 1958, t. I11, s. 309).

Terminu fenomenologia, w innym wszakze znaczeniu, uzyl Hans Freuden-
thal (1983, s. IX), wyjasniajac, ze ,fenomenologia matematycznego pojecia,
struktury, idei to opisanie go w odniesieniu do zjawisk, dla ktérych ono po-
wstalo” jako narzedzi do zrozumienia tych zjawisk. Mialo to wplyw na jego
interpretacje pewnych zachowan uczniéw, o ktorej jest mowa dalej.

OPIS I ANALIZA POZIOMOW MILANA HEJNEGO

Opisang tu w zarysie koncepcje rozwoju poje¢ geometrycznych u dzieci
w wieku 4-15 lat rozwingl matematyk czesko-stowacki Milan Hejny (Hejny,
1993; Hejny, 1995; Hejny, 1997; Edyta Gruszczyk-Kolczynska i Ewa Zielinska,
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1997, s. 125; Swoboda 2006, s. 60, 81; Swoboda, 2012a). Wprawdzie inspiracja
tej koncepcji bylo filozoficzne podejscie Vopénki, ale widoczne s zasadnicze
réznice, wynikajace z tego, ze Hejny wykorzystal tez inne idee, wywodzace
sie z zasadniczo odmiennych postaw filozoficznych: z konstruktywizmu Pia-
geta, z kulturowo-historycznej psychologii Lwa Wygotskiego (1896-1934),
z elementow teorii van Hielow, ale zarazem przede wszystkim z wieloletnich
obserwacji zachowania dzieci.

Wedlug Hejnego w rozwoju rozumienia $wiata geometrii przez dziecko
mozna wyodrebni¢ pewne kolejne poziomy.

I. Poziom modeli izolowanych (zwany réwniez przedpojeciowym, typowy
dla okresu przedszkola i pierwszych lat nauki szkolnej). Jego istotna cecha
jest to, ze ksztalty sg odbierane przez dziecko jako cechy, atrybuty ogladanych
przedmiotéw. Stowo kwadrat w funkcji rzeczownikowej moze dlan oznaczaé
klocek, ktory nauczyto si¢ rozpoznawa¢ w przedszkolu. Sfowa tego moze ono
tez uzy¢ na okreslenie ksztaltu ogladanej rzeczy, ale pomimo ze gramatycznie
stowo kwadrat jest rzeczownikiem, dziecko uzywa go w sensie jakby przy-
miotnikowym, tak jak np. stéw czerwony, dtugi. Stowo kwadrat oderwane od
przedmiotu, do ktorego si¢ odnosi, nie miatoby dla dziecka sensu.

W tym okresie §wiat geometrii jest ukryty w §wiecie rzeczywistym. W jego
ujawnianiu si¢ istotng role odgrywa intuicja geometryczna. Hejny podaje pie¢
kryteriow, ktore pomagaja w rozstrzygnieciu, czy dziecko znajduje sie na po-
ziomie modeli izolowanych. Oto ich nieco zmodyfikowane sformufowania:
1. Zachowanie i mowa dziecka wskazujg na to, ze intuicyjnie wyréznia ono

klase ksztalty jako klase analogiczng do klas: kolory, smaki, liczby.

2. Dziecko na tym poziomie wigze kazdy ze znanych mu ksztaltow z obiek-
tami §wiata realnego (z konkretnymi modelami tych ksztattéw), np. stowo
koto wiaze z kolem do zabawy, okraglym klockiem lub kotem roweru.

3. Dziecko zna slowa takie jak kwadrat, koto, trojkgt, kostka (przedmiot
w ksztalcie sze$cianu), kula, okrggly, prosty, jednakze zakres znaczeniowy
tych stéw moze by¢ inny od szkolnego (np. tréjkatem dla takiego dziec-
ka moga by¢ jedynie tréjkaty o ksztalcie zblizonym do réwnobocznego,
ewentualnie teZ rownoramienne z podstawa u dotu). Stowo prostokgt od-
nosi ono jedynie do prostokatéow o typowych proporcjach bokéw, takich
jak kartka papieru lub ekran telewizora. Prostokat zbyt dlugi nie jest dla
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niego prostokatem, lecz okresla go np. jako pasek. Wazne jest uswiado-

mienie sobie, Ze na tym poziomie rozwoju kwadrat nie jest dla ucznia pro-

stokatem, bo widzi, ze prostokat wyglada inaczej, a w przedszkolu stowa-

mi: prostokgty, kwadraty okreslane byly rézne klocki. Mozna oczywiscie

zmuszaé dzieci do powtarzania za nauczycielem, ze kazdy kwadrat jest

prostokatem, ale nie tylko jest to bezcelowe, ale nawet moze okaza¢ si¢
szkodliwe. Skoro nie dojrzaly one do tego, takie informacje sa niezgodne

z ich rozumieniem ksztaltéw i moga przyczynia¢ sie do poczucia, ze ma-

tematyki nie da sie pojac.

4. Dziecko rozumie sens przymiotnikéw okreslajacych cechy wielkosciowe
(krotki, dtugi, dtuzszy, najdtuzszy itp.) i umie je stosowac.

5. Zaden ze znanych mu ksztaltéw nie jest jeszcze traktowany jako indywi-
duum (w sensie wyjasnionym ponizej). Charakterystyczng wypowiedzia
dziecka patrzacego np. na rysunek kwadratu jest: to moze byc okno, a moze
tez by¢ kostka. Dla takiego dziecka kwadrat sam dla siebie jeszcze nie ist-
nieje, jest jedynie atrybutem okna, kafelka i wielu innych rzeczy; kwadrat
na rysunku moze byc jakim$ przedmiotem, ale taki rysunek jawi sie dziec-
ku jako niedokonczony. Patrzac na rysunek tréjkata, dziecko nie odbiera
go jako figury geometrycznej, raczej powie, ze to dach domu, a o wydtu-
zonym trojkacie - ze to moze by¢ ostry dzidb ptaka.

Stonce, moneta, talerz itp. s3 modelami tego, co ma wspolng nazwe koo lub
okrggle, sa to jednak modele izolowane, dziecko nie wigze ich razem w nowa
catos¢ (cho¢ styszy i rozumie stowo koto i uzywa go w takich sytuacjach).

II. Poziom obiektow uosobionych. Nazwa ta wywodzi si¢ z terminolo-
gii Vopénki. Na tym poziomie poznajacy podmiot jest juz w stanie wydoby¢
dane zjawisko geometryczne z widzianych rzeczy i oderwac je od kontekstu,
izolujac je wizualnie i sfownie, przyznajac mu pewien status indywidualno-
$ci. Kwadrat, koto itp. nie sg teraz jedynie atrybutami przedmiotéw realnych,
lecz zaczynaja by¢ samodzielnymi obiektami. Dla dziecka w wieku ok. 10 lat
takimi indywiduami (ang. personality), czyli obiektami uosobionymi (per-
sonality object) zazwyczaj s3: kwadrat, koto (na ogot nierozrézniane, zwlasz-
cza na rysunkach, od okregu), kostka itp. Dziecko dostrzega ten sam ksztalt
w roznych obiektach, np. to, ze blat stolika wyglada jak ptytka chodnikowa
i jak $cianka klocka.
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Poziom ten jest bardzo wazny dla rozwoju poznania geometrycznego.
Jest to juz pewna forma abstrakeji, ujawniajaca cos, co wezeéniej bylo poza
$wiadomoscig podmiotu, a teraz zaczyna mie¢ samodzielne istnienie. We-
diug Hejnego taka samodzielnos¢ figury geometrycznej (niewymagajaca juz
wiazania jej z rzeczywistym przedmiotem) jest wynikiem pewnej aktywno$ci
umystu. Obiekt uosobiony jest identyfikowany ze swym modelem uniwer-
salnym (rysunkiem lub modelem np. z tworzywa), zastepujacym uprzednie
modele izolowane. Mozna tez powiedzie¢, ze takie obrazy stuzg za prototypy
danej nazwy, np. prototypem kwadratu moze by¢ ksztatt kafelka.

Na poziomie obiektéw uosobionych role pdzniejszego, bardziej dojrzatego
pojecia geometrycznego kofo u dziecka pelni portret kota, pewien uniwersal-
ny model, uogdlniajacy znang mu kolekcje realnych, izolowanych modeli. Idea
kota jeszcze nie jest samodzielna (to nastapi dopiero na nastepnym poziomie),
przejawia si¢ np. w monecie, ktéra ma podwdjny status: jest obiektem $wiata
realnego, ale zarazem staje si¢ ogdlnym modelem dla pojecia okregu. U takiego
dziecka rozumienie okregu znajduje si¢ na poziomie ogoélnego portretu kota,
ktéremu odpowiadaja ksztalty réznych konkretnych przedmiotéw: talerz, tar-
cza zegara, stonce, kolo roweru, rysunek wykonany za pomocg cyrkla.

Na tym poziomie dziecko potrafi juz przypisywa¢ rdzne stopnie typowo-
$ci widzianym obiektom, np. jest Swiadome, Ze trojkat moze by¢ bardziej ty-
powy (np. réwnoboczny) lub mniej typowy (np. wydtuzony rozwartokatny).
Jest tez juz w stanie okresla¢ nazwami pewne relacje migdzy obiektami geo-
metrycznymi, takie jak réwnoleglos¢ czy prostopadlos¢ linii.

Wzorujac si¢ na Vopénce (Vopénka, 1989), Hejny uzywa pojecia, ktdre
po angielsku wyrazil stowem attendant. Wedtug Webster’s New World Dic-
tionary (1982) stowo to jako przymiotnik znaczy m.in. being present (beda-
cy obecnym) i accompanying as a circumstance or result (towarzyszacy jako
okoliczno$¢ lub wynik), a jako rzeczownik znaczy m.in. an accompanying
thing, accompanying circumstance, czyli rzecz lub okolicznos¢ towarzyszgca,
wspolistniejgca. Stowo attendant wywodzi si¢ posrednio z lacinskiego stowa
attendo, attendere, attendi, attentum znaczacego: napinam, nat¢zam uwage,
ale dla zrozumienia sensu stowa bardziej trafne jest odniesienie do znaczen
angielskich. Termin attendant w sensie uzytym przez Hejnego nie daje si¢
bezposrednio oddac za pomocy jakiegos polskiego stowa (w gre ewentualnie
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wchodzi stowo towarzysz). Ttumacz artykutu (Hejny, 1997) wprowadzit pol-
ski neologizm atendent, ktérego bedziemy tu uzywac. To wazne geometrycz-
ne pojecie atendentu objasnimy na przykladach.

Atendenty dzielg si¢ na widoczne i niewidoczne. Wierzchotlek i bok kwa-
dratu, a takze wierzchotek, krawedz i $ciana kostki to atendenty widoczne.
Wyrdzniajg si¢ percepcyjnie. Mozna je wyodrebni¢ wzrokowo na rysunku,
mozna je wyczué¢ dotykowo na modelu szescianu. Natomiast przekatne kwa-
dratu, $rodek boku i srodek kwadratu to atendenty niewidoczne. Mogg ist-
nie¢ jako wyobrazone w $wiadomosci dziecka dzigki pamiegci uprzednio wi-
dzianych obiektéw lub wykonanych rysunkéw, np. gdy narysuje sie przekatne
kwadratu i dziecko ujrzy srodek kwadratu jako punkt przeciecia przekatnych,
ale moze on tez pozosta¢ w wyobrazni ucznia atendentem niewidocznym.

Podobnie $rodek kofa jest atendentem niewidocznym, gdy koto przed-
stawione jest w postaci monety czy talerza. Zarazem $rodek kola staje si¢
widoczny, gdy cyrklem narysujemy okrag i zostaje $lad naklucia. Tak wiec
pojecie kota moze sta¢ si¢ pewna synteza dwoch drég dojscia do niego: ob-
raz czego$ okraglego (moneta, stonce) i czynnosé rysowania cyrklem okregu.
Poznawanie atendentéw figur geometrycznych jest waznym elementem pel-
niejszego ujmowania tych figur.

III. Poziom obiektow spolecznych. Jest to juz poziom idei (przypominajacy
$wiat idei platoniskich). Do $wiata idei geometrycznych nalezg: jedna idea kwa-
dratu (cho¢ kwadratow jest wiele), jedna idea punktu, idea sfery, idea linii pro-
stej. Okreslony kwadrat ABCD czy okreslony wierzchotek A danego kwadratu
nalezg jeszcze do $wiata portretéw, do poziomu drugiego. Natomiast jedna idea
kwadratu obejmujaca wszystkie mozliwe kwadraty - to juz poziom trzeci.

Z przejsciem na wyzszy poziom wiaze si¢ wieksza réznorodnos¢ wyodreb-
nionych kategorii poje¢ geometrycznych. Hejny wymienia ich kilka, w tym:
obiekty pojedyncze (individual objects), np. kwadrat, okrag, szescian, sfera; obiek-
ty rodzinne (family objects), np. trojkat, czworokat, stozek; obiekty spoleczne (so-
ciety objects), np. figura wypukla, wielokat. W tej pierwszej kategorii wszyst-
kie obiekty wygladaja tak samo, rdznig sie tylko skala, o ich ksztalcie decyduje
jeden parametr (promien kofa, bok szescianu). W drugiej kategorii nie s3 juz
to figury podobne, wygladaja rozmaicie (np. trojkat rozwartokatny wyglada
inaczej niz ostrokatny, a czworokat wklesty inaczej niz wypukly), ale sg jakby
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blizej spokrewnione i percepcyjnie tatwiejsze do wyréznienia niz figury zali-
czone do trzeciej kategorii. Wielokaty, figury wypukle - to istotnie szersze klasy
figur, ktére majg jednak pewne wspdlne wlasnosci, dajace si¢ opisac i rozpo-
znad. Inne kategorie to wspomniane wczesniej atendenty widoczne i niewidocz-
ne, relacje (prostopadlos¢, symetria, przystawanie itp.), miary, przeksztalcenia.

Réwnolegle z rozwojem poje¢ geometrycznych poszerza sie zakres dzie-
ciecych umiejetnosci i aktywnosci rozmaitego typu. Hejny wyroéznia szesé
najwazniejszych: obserwowanie, manipulowanie (r¢kami na jakims fizycznym
modelu), badanie (analizowanie, wnikanie, identyfikowanie atendentéw, kto-
re moze by¢ ukierunkowane na okreslony cel badz spontaniczne), werbalizo-
wanie (opisywanie stowami sytuacji geometrycznej), konstruowanie (rysowa-
nie, rozpinanie gumek na geoplanie), kreowanie (tworzenie obiektu jeszcze
nieznanego lub nowej sytuacji).

KONCEPCJA PRZEDPOJECIOWEGO ETAPU ROZWOJU
MYSLENIA

W niniejszym opracowaniu poziom pierwszy w hierachii Hejnego zo-
stal nazwany poziomem modeli izolowanych, cho¢ sam Hejny (1997) uzywat
okreslenia poziom przedpojeciowy, a jedynie wspomniat dalej (Hejny, 1997,
s. 18 1 23), ze przejscie od pierwszego do drugiego poziomu jest podniesie-
niem abstrakeji z etapu modeli izolowanych na etap modeli uniwersalnych.
Ta dwoistos¢ terminologii skfania do analizy samego terminu przedpojeciowy
(odnoszacego si¢ do poziomu myslenia) i jego zasadno$ci w odniesieniu do
opisu koncepcji Hejnego.

Terminu przedpojeciowy (preconceptual) uzyl Piaget w swej pracy o za-
bawach, snach i imitacji z 1951 r., oméwionej w ksigzce (Richmond, 1970,
s. 20-33). Termin ten dotyczyl wczesnego etapu stadium myslenia przed-
operacyjnego i obejmowal dzieci w wieku ok. 2-4 lat. Piaget opisal ich
rozumowanie, wiodace od jednego ,przedpojecia” (preconcept) do inne-
go. W pdzniejszej pracy Piaget (1964/2006, s. 36-37 i s. 99) w podobnym
kontekscie uzywal innych termindw, jak: intuicja, zachowanie prelogiczne,
inteligencja praktyczna, wyobrazenie przedoperacyjne. Poréwnujac opis Pia-
geta poziomu przedpojeciowego i podane przyklady z pierwszym pozio-
mem opisanym przez Hejnego (1997), wida¢ zasadnicza réznice. Dotyczy
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ona zaréwno wieku dzieci (w przykladzie podanym przez Hejnego dziecko
miato 9 lat), jak i typu do$wiadczanych przez nie trudnosci. Tak wigc nazwa
poziom przedpojeciowy, jesli bedzie przez czytelnika kojarzona z kontektem
piagetowskim, moze okazac si¢ mylaca.

Odroéznienie myslenia przedpojeciowego od pojeciowego przypisuje sie
tez L.S. Wygotskiemu, jakkolwiek on sam uzywal innych terminéw: pojecia
potoczne i pojecia naukowe (Wygotsky, 1971; rozdzial Badanie rozwoju poje¢
naukowych w wieku szkolnym, s. 287-411).

W psychologii az do lat 70. XX w. bardzo popularne bylo odréznianie po-
ziomu (stadium, etapu) myslenia przedpojeciowego od nastgpnego poziomu:
myslenia pojeciowego. Bylo to zarazem wyrazne warto$ciowanie. My$lenie po-
jeciowe uznawano za bardziej wartosciowe, lepiej rozwinigte, doskonalsze (Bo-
bryk, 2013, s. 133). W poziomie okreslanym jako przedpojeciowy wyrdzniano
wiele podpozioméw, w zaleznosci od rodzaju struktur powstatych w wyniku
indywidualnych doswiadczen dziecka. Miedzy innymi wyrdzniano synkrety
i kompleksy. Te pierwsze to do$¢ przypadkowe zlepki wyobrazen, ktore byty
przez podmiot kojarzone i zespolity sie w jeden obraz pomyslanego przedmio-
tu lub zjawiska. Kompleksy moga by¢ réznych typow. Stanowig one poziom
wyzszy od synkretéw. Sa reprezentacjami konkretnych przedmiotéw, ktdre
wprawdzie pozostaja w obiektywnych relacjach, takich jak sasiedztwo w czasie
lub przestrzeni, podobienstwo funkcjonalne czy jakie$ zaleznosci przyczyno-
wo-skutkowe, ale nie stanowig jeszcze pojecia (Wygotsky, 1971, s. 232-286; Sze-
minska, 1991/1981, s. 142; Materska, 1978, s. 69 1 73; Swoboda, 2006, s. 30-34).

Tak wiec mozna uznad, ze nazwa poziom przedpojeciowy dla pierwszego
poziomu Hejnego jest w zasadzie zgodna z podanymi tu wyjasnieniami ter-
minéw: synkret i kompleks. Jednakze wadg jej jest to, ze budzi tez inne sko-
jarzenia. W przeciwienstwie do niej nazwa poziom modeli izolowanych jest
jednoznaczna i specyficznie odpowiada koncepcji Hejnego.

OPIS I ANALIZA POZIOMOW VAN HIELOW

Teorie zwang dzi$ teorig van Hielow przedstawili: nauczycielka gimnazjum
Dieke (Dina) van Hiele-Geldof (1911-1958) i jej maz, nauczyciel liceum,
Pierre M. van Hiele (1909-2010) w dwdch oddzielnych dysertacjach doktor-
skich na Uniwersytecie w Utrechcie w 1957 r. Kazdy z tych doktoratéw mial
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dwoch promotoréw (Colignatus, 2015); jednym z nich byt Hans Freudenthal
(1905-1990), drugim Martinus Jan Langeveld (1905-1989). Badania van Hie-
16w byly inspirowane teorig Piageta dotyczaca rozwoju poje¢ matematycznych
u dzieci, ich koncepcje okazaly si¢ jednak znaczaco rézne od piagetowskich.

Obie prace doktorskie zostaly przetlumaczone na angielski i s3 dostepne
w systemie ERIC (Fuys i in., 1984). Dieke van Hiele-Geldof prowadzita no-
watorskie zajecia z 12-latkami w szkole Montessori. Niestety zmarta wkrot-
ce po doktoracie. Koncepcje pigciu poziomoéw, ujmujacg kwestie rozwojowe
inaczej niz teoria Piageta, opisal Pierre van Hiele w swej pracy doktorskiej
i w pozniejszych publikacjach (van Hiele, 1986; van Hiele, 2003). Jakkolwiek
obie prace doktorskie dotyczyly wyraznie réznych zagadnien, kwestie te
musialy by¢ przez nich wspoélnie dyskutowane i jedne badania miaty wptyw
na drugie. Wktadu obu o0sé6b nie da si¢ rozdzieli¢. Wyniki te rozpropagowat
Freudenthal, m.in. opisujac szczegétowo badania Dieke van Hiele-Geldof
(Freudenthal, 1973, s. 407-418).

Bardzo wazne badania nad teoriag van Hielow przeprowadzil zespot
Zalmana Usiskina (1982) w ramach University of Chicago School Mathema-
tics Project. Wydali oni tez w 1968 r. (w serii Soviet Studies in Mathematics
Education) ksiazke A.M. Pyshkalo pt. Problems in the Formation of Geometric
Conceptions in Primary School Children; ten autor jako pierwszy wprowadzit
idee van Hieléw do nauczania w prowadzonych przez siebie rosyjskich kla-
sach poczatkowych I-IV. W materialach UCSMP mozna spotka¢ okreslenie:
The van Hiele-Freudenthal theory of thought levels.

Teoria ta zostala opracowana dla poje¢ geometrycznych. Nie wiadomo,
w jakim stopniu Pierre van Hiele byl sSwiadom, Ze analogiczne poziomy moga
dotyczy¢ calej matematyki.

Podstawowg tezg van Hielow jest to, ze to nie percepcja jest drogg do po-
znania figur geometrycznych, lecz aktywno$¢ dziecka. W ich teorii istotne sg
trzy jej aspekty:

e istnienie poziomoéw ksztaltowania si¢ myslenia geometrycznego

u uczniow,

e wlasnosci tych pozioméw,

e przechodzenie z jednego poziomu na drugi, ktére ma charakter statego

nastepstwa hierarchii.
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W opisach tej teorii wyrdznia si¢ zazwyczaj pie¢ pozioméw rozumienia
geometrii:

I. poziom wizualny lub wzrokowy (ang. visualization lub basic visualiza-
tion), zwany tez poziomem rozpoznawania (recognition);

II. poziom deskryptywny, zwany tez opisowym badz poziomem analizy
(analysis) lub poziomem analizy wlasnosci (franc. analyse des propriétés,
Wikipédia — Taxonomie de van Hiele);

III. poziom abstrakcji (abstraction), zwany tez relational level lub ordre et
hierarchie;
IV. poziom dedukcji (deduction) z aksjomatéw lub déduction et preuve;

V. poziom rygoru (rigor).

Poziomy te sg opisywane zardwno w terminach ogélnych, jak i przez po-
danie typowych zachowan badanych uczniéw. W przeciwienistwie do teorii
Piageta, w ktdrej bada si¢ gléwnie spontaniczny rozwoéj czynnosci intelek-
tualnych i kladzie nacisk na wplyw ogdlnego rozwoju dziecka (w tym bio-
logicznego) przy przechodzeniu na wyzsze poziomy, w teorii van Hielow
podkresla sie, ze te przejscia w wiekszym stopniu zalezg od doswiadczen geo-
metrycznych zebranych przez dziecko i od tego, jak bylo nauczane, niz od
wieku dziecka i jego dojrzewania. Natomiast stwierdzono jej podobienstwo
do teorii Wygotskiego (Papademetri-Kachrimani, 2012).

Poziomy teorii van Hielow s3 numerowane na dwa sposoby: 1-5 lub
0-4, co bywa zrédlem nieporozumien, dlatego w opracowaniu tym uzy-
wane s3 okreslenia porzadkowe: pierwszy, drugi, ..., najwyzszy. Niektorzy
autorzy trzy gérne poziomy (III-V) tacza w jeden: poziom logiczny. Row-
niez nazwy poziomdw nie s3 ustalone, spotyka si¢ odmienne okreslenia
u réznych autoréw. Ponizej znajduje sie syntetyczny opis tych pieciu pozio-
moéw, wykorzystujacy publikacje: Fuys i in., 1984 (s3 to ttumaczenia prac
doktorskich D. van Hiele i P. van Hiele); Usiskin, 1982; van Hiele, 1986;
Mason, 1998; van Hiele, 2003; Swoboda, 2006, s. 84-88; Tall, 2013, s. 60,
s.396; Semadeni, 2015, s. 120-123; Wikipedia — Van Hiele model; Wikipédia
- Taxonomie de van Hiele.

Kazdy z tych pigciu poziomdw ma swoja sie¢ powigzan miedzy obiekta-
mi i swoje specyficzne okreslenia jezykowe. Nalezy pamietac, ze cechy przy-
pisywane temu samemu poziomowi u réznych autoréw bywaja niezgodne
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lub wrecz sprzeczne, a takze niezgodne z oryginalnym opisem Pierre’a van
Hielea. W jego publikacjach tez odkrywa si¢ paradoksy i trudne do wyja-
$nienia niezgodnosci tekstu (opisuje to Papademetri-Kachrimani, 2012).
Na przyklad jego ksigzka (van Hiele, 1986, s. 9) zaczyna si¢ stwierdzeniem,
ze myslenie wymaga uzycia stéw (thinking without words is not thinking),
a zarazem w dalszym tek$cie przekonuje on czytelnika o wielkiej wartosci
intuicji — myslenia bez stéw, twierdzac m.in., ze punktem wyjscia wszelkich
rozumowan jest wiedza intuicyjna (all rational thinking begins with intuitive
knowledge).

Ponadto w wielu opublikowanych raportach z badan nad poziomami van
Hieléw zbyt duzy nacisk kfadzie si¢ na to, czego uczen na danym poziomie
nie potrafi. Znacznie wazniejsze jest jednak to, co uczen potrafi i co nieraz
pozostaje w cieniu. Cze$¢ badan, zwlaszcza amerykanskich, nastawiona jest
na opracowanie zadan mogacych stuzy¢ do testowania, na jakim poziomie
znajduje sie uczen.

Najnizszy jest poziom wizualny (wzrokowy), zwany tez poziomem roz-
poznawania. Ten drugi termin (uzywany przez Usiskina, 1982) jest tratny
m.in. dlatego, ze obejmuje tez percepcje dotykowa. Jednakze wiekszos¢ ba-
daczy koncentrowala si¢ na aspekcie wzrokowym.

Na tym poziomie dziecko rozpoznaje, poréwnuje i sortuje ksztalty geo-
metryczne na podstawie ich percepcji jako calosci, przez ich postrzeganie
(zazwyczaj wzrokowe) i poréwnywanie z jakim$ prototypem. Typowe stowa:
To wyglgda na... W ten sposob tez dziecko o nich mysli; opisuje je tak jak inne
przedmioty z zycia codziennego. Dominuje myslenie niewerbalne. Dziecko
na tym poziomie potrafi mierzy¢ boki figur. Potrafi tez nakltadac figury jed-
ne na drugie, ale nie mysli o figurze jako o skladajacej si¢ ze znanych czesci
(np. o kwadracie jako skladajacym si¢ z dwdch przystajacych trojkatow).

Pierre van Hiele twierdzil, ze gdy uczniom na tym poziomie pokazywa-
no kwadrat, prostokat, romb i réwnoleglobok, potrafili oni reprodukowac
ich ksztalt na geoplanie, ale nie umieli rozpozna¢ ksztaltu réwnolegloboku
w rombie (Fuys i in., 1984, s. 249).

Dziecko na poziomie wizualnym nie bierze pod uwage wlasnosci figury,
nie zauwaza ich badz nie bierze ich pod uwage jako cos$ istotnego. Jego czyn-
nosci i wyjasnienia opieraja si¢ na calo$ciowych wrazeniach wzrokowych,
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a nie na analizowaniu ich wlasnosci i zwigzanym z tym rozumowaniem. Po
prostu: to jest koto, a tamto to kwadrat. Nazwy uslyszane od dorostych koja-
rza z prototypami figur i do tego nawigzuja, np. méwia: to jest prostokat, bo
wyglada jak drzwi (lub jak pudetko).

Dla dzieci na tym poziomie kwadrat nie jest bynajmniej prostokatem,
wyglada przeciez inaczej. Te ksztalty sa odseparowane w umysle dziecka,
podobnie jak romb i réwnoleglobok. Jezeli widziany ksztalt nie przypomi-
na w dostateczny sposéb prototypu, jest odrzucany przy sortowaniu. Dzieci
wahajg si¢ lub wrecz sprzeciwiaja sie, by wydtuzony tréjkat (o bokach np. 1,
20, 20 lub 20, 20, 39) nazwa¢ trojkatem, bowiem zbyt bardzo rézni si¢ od ich
prototypu, jakim jest tréjkat réwnoboczny. Jesli pozioma podstawa tréjkata
znajduje si¢ u gory, a wierzchotek u dotu, dziecko moze stwierdzi¢, ze jest to
trojkat, ale jest ,do géry nogami”. Moze tez mie¢ watpliwosci, czy trojkat row-
noramienny narysowany tak, ze jedno z ramion jest poziome, mozna nazwac
trojkatem rownoramiennym.

Z drugiej jednak strony, na tym poziomie dziecko uzna za tréjkat ksztalt
zaokraglony lub obrys tréjkata z niekompletnym bokiem, jezeli calosciowo
przypomina tréjkat.

Na tym tle interesujacy jest fakt, ze wielokrotne obrysowanie danego
dziecku abstrakcyjnego ksztaltu (takiego jak litera) nie ma wplywu na jego
pdzniejsze rozpoznawanie (Lowenfeld i Brittain, 1977, s. 33).

Szczegolnie ciekawa jest obserwowana przez wielu badaczy (m.in. Pinna,
2015) sytuacja, kiedy to dziecko (a czasem nawet i dorosty) powie o nary-
sowanym kwadracie (lub o kwadratowej ptytce) w zwyklym ulozeniu (pod-
stawa pozioma), ze to kwadrat, ale gdy ja sie obroci o 45°, to méwi, ze to juz
nie jest kwadrat. Swiadczy to o tym, ze jego prototyp kwadratu ma polozenie
horyzontalne, a kwadrat obrécony stanowi inny prototyp (bywa to okreslone
stowem romb, jesli dziecko zna te nazwe). Malgorzata Kalicka stwierdzila,
ze istotna czg¢$¢ badanych przez nig 6-latkow i 7-latkéw mowila z przekona-
niem, ze obrocony kwadrat narysowany na kartce nie jest kwadratem i nie
pomagato naprowadzanie ich w rozmaity sposob, natomiast u dzieci w wieku
8-9 lat pierwsza odpowiedz: To nie jest kwadrat byla na ogét korygowana po
konfrontacji z innymi sytuacjami. Tym samym dzieciom dano tez zadanie
polegajace na wyciagnieciu trdjkata z torby, bez patrzenia, mialy postugiwac
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sie tylko dotykiem. Figury byly tréjkatami réwnobocznymi z filcu (przypa-
dek najtrudniejszy, bo byly najciensze), z cienkiego korka i grubsze z drzewa.
Efekty byly, ogélnie biorac, istotnie lepsze niz w przypadku zadania z obro-
conym kwadratem (Kalicka, 2017).

Na to zjawisko kwestionowania obrédconego kwadratu zwrocila tez uwage
Adela Jaime (1996, s. 249). Inaczej jednak podszed! do tej kwestii Freuden-
thal (1983, s. X i s. 245-249). Uznal, ze dzieci uczg si¢, czym sg kwadraty,
uyjmujac je jako pewne obiekty umystowe (mental objects) i wykorzystujac je
w swych aktywnosciach umystowych. Z tego punktu widzenia kwestia obrd-
conego kwadratu bynajmniej nie jest prosta, bowiem w pewnych sytuacjach
fakt, ze figura stoi na swoim wierzchotku, moze by¢ istotniejszy niz réwnos¢
bokoéw. Kontynuujac jego podejscie, mozna spytaé: Czy znak karo w kartach
do brydza to kwadrat czy romb? Wedlug Wikipedii jest to romb, cho¢ na
ilustracji jest tam wyrazny kwadrat obrécony o 45° (Wikipedia — Karo); na-
zwanie tego znaku kwadratem sugerowaloby znak o.

Oczywiscie powyzszy opis to ogdlny zarys poziomu wizualnego. Réznice
miedzy dzie¢mi bywaja ogromne. Zachowuja si¢ rozmaicie, a takze zmieniaja
stopniowo swe zachowanie i swoje wypowiedzi pod wplywem nowych zadan
i spostrzezen. Spotykano tez dzieci, ktore znajdowaly si¢ na poziomach przej-
$ciowych, a nawet byly jakby na kilku réznych poziomach na raz, zaleznie od
zadan, jakie dostaly, i od swych wczesniejszych doswiadczen. Niektdre opie-
raly sie jedynie na holistycznym gestalt widzianego ksztaltu, natomiast uwage
innych przyciagala jedna cecha, np. réwnos¢ bokéw. Zachowanie wielu dzieci
mozna okresli¢ jako synkretyczne.

Na poziomie wizualnym znajduja na ogoét dzieci w wieku 6-9 lat, ale wiek
i indywidualne réznice zdolnosci uczniéw s tylko jednym z czynnikow. Klu-
czowe jest to, jakie byly wczesniejsze doswiadczenia dziecka i jak sie zacho-
wywalo przy ich zbieraniu.

Niektorzy autorzy (m.in. Clements i Battista, cyt. za Mason, 1998) propo-
nowali wyodrebnienie poziomu poprzedzajgcego opisany tu poziom wizualny,
charakteryzujacego sie tym, ze dziecko rozpoznaje figury jedynie w ograni-
czonym zakresie, np. odrdznia trojkaty od czworokatow, ale nie jest w stanie
rozroznic kola i elipsy ani rombu i réwnolegtoboku (nie chodzi tu bynajmnie;j
o te trudne nazwy, lecz o niezauwazanie réznic miedzy tymi figurami).
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Przy czytaniu réznych opiséw poziomu wizualnego nalezy bra¢ pod
uwage to, ze czg$¢ badan (w tym oryginalne badania van Hieléw i badania
w Chicago) dotyczyla nastolatkéw w szkole ponadpodstawowej, a inna czgs§¢
badaczy prowadzita je wéréd dzieci w wieku 6-8 lat. Starsi uczniowie, nawet
zaliczeni formalnie do tego samego poziomu, zachowuja si¢ oczywiscie ina-
czej niz dzieci o kilka lat mlodsze.

Rewelacyjnym odkryciem van Hieléw bylo to, ze wielu uczniéw holen-
derskiego gimnazjum znajdowalo si¢ na pierwszym poziomie, kojarzonym
w wielu opisach z klasami poczatkowymi i z wiekiem 6-9 lat. Uczeszczali
oni na lekcje prowadzone dedukeyjnie, gdzie twierdzenia wyprowadzono lo-
gicznie z aksjomatow. Nic z tego nie rozumieli, ich wiedza mogta by¢ jedynie
pamieciowa. Okazalo si¢ jednak, ze dokonali wielkiego postepu, gdy pod kie-
runkiem Dieke van Hiele-Geldof zajeli si¢ uktadaniem deseni z figur. Podsta-
wowg motoryczno-zmysiowa ideg psychologiczna jej zaje¢, silnie oddzialujg-
c3 na mlode umysly, bylto: uktada¢ desenie tak, by figury pasowaly jedne do
drugich. Duzo trudniejsze byly proby wyjasnienia, dlaczego te figury pasuja,
czy to si¢ da przewidzie¢ (Freudenthal, 1973, s. 413).

Drugim z pozioméw van Hielow jest poziom deskryptywny (opisowy),
zwany tez poziomem analizy lub poziomem analizy wlasnosci. Na tym po-
ziomie uczen potrafi opisa¢ stowami charakterystyczne wtasnosci kwadra-
tu i innych ksztaltow, rozmawiac o nich, ale nie zawsze zdaje sobie sprawe
ze zwigzkéw miedzy nimi, np. tego, Ze jedne wilasnoséci wynikajg logicznie
z drugich. Nie wie, ktore z tych wlasnosci sg koniecznym atrybutem danego
ksztaltu, nie wie tez, ktére wlasno$ci wystarczaja do opisu figury, bo inne juz
z nich wynikaja. Na przyktad wie, ze kwadrat ma cztery réwne boki i czte-
ry réwne katy, wobec tego nie zwiedzie go juz obrdcenie tej figury. Rowniez
w klasie szkic na tablicy i informacja nauczyciela, ze boki s rowne wystarczy
uczniom do wyciagania z tego wnioskdw. Niektdre dzieci nadal jednak kwe-
stionujg fakt, ze kwadrat jest prostokatem, dopasowujac nawet do tego okre-
Slenie prostokata, twierdzac np. ze ma cztery réwne katy i jedng pare bokow
dhuzszych od bokéw drugiej pary.

Pamietajagc o ogromnym zrdéznicowaniu uczniéw, orientacyjnie mozna
przyjaé, ze przy nalezytym nauczaniu, bogatym w geometryczng stymulacje
(np. ukladanie mozaik) wiekszos¢ uczniéw osiggnie poziom deskryptywny
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juz wwieku 9-12 lat (a wigc orientacyjnie — w klasach IV-VI). Niestety szkol-
ne nauczanie geometrii nieraz przyczynia sie¢ do op6znienia rozwoju dzieci:
zaréwno wtedy, gdy jest zbyt infantylne na poczatku szkoly, a jeszcze bardziej
wtedy, gdy w klasie IV nauczyciel nagle podniesie stopien abstrakeji poza
mozliwosci klasy. Te czynniki powoduja, ze wielu dorostych (w tym nawet
liczne grono nauczycieli) pozostaje cale zycie na poziomie wizualnym, cho-
ciaz w szkole $redniej uczyli sie do$¢ zaawansowanej geometrii.

Trzeci w tej hierarchii jest poziom abstrakgji. Teraz juz, opierajac si¢ na
intuicyjnym wnioskowaniu, uczniowie potrafia wykorzysta¢ znane im wta-
snosci figur do rozwigzania zadan. Sg tez w stanie zdefiniowac figure, uzywa-
jac tylko minimum niezbednych cech - bez tych, ktére z nich fatwo wynikaja.
Odkrywaja nowe wlasnosci figur i umiejg je uzasadni¢, np. znajac sposéb
obliczania pola prostokata, wiedzg, jak to wykorzysta¢ do znalezienia pola
trojkata. Nie rozumiejg jeszcze jednak potrzeby dowodzenia twierdzen intu-
icyjnie oczywistych i nie chwytajg sensu systemu aksjomatycznego.

Czwarty poziom to poziom dedukgcji z aksjomatow, taki jak w dawnym
nauczaniu licealnym, z duzym udziatem intuicyjnego wnioskowania.

Najwyzszy, piaty jest poziom rygoru — formalna dedukcja, nieraz przedsta-
wiana na uniwersyteckich studiach matematycznych, z dowodami niepodpar-
tymi intuicyjnym wnioskowaniem; na tym poziomie mozliwa jest geometria
nieeuklidesowa. Warto doda¢, ze w okresleniu formalna dedukcja u dydakty-
kéw matematyki nie stawia sie az tak wysokich wymagan jak przy tym samym
okresleniu u logikéw, gdzie dedukeja polega na manipulowaniu symbolami.

Istotng czescig teorii van Hielow jest kwestia przechodzenia z jednego po-
ziomu na drugi. Pierwotng ich teza bylo to, Ze Zadnego poziomu uczen nie
moze oming¢, ze stanowig one hierarchi¢ o stalym nastepstwie poziomow.
Kwestia ta byla wielokrotnie badana, pierwotne poglady byly podwazane,
wiele pytan pozostaje otwartych, ale to juz wykracza poza zakres niniejszego
opracowania.

Znaczna cze$¢ badan dotyczacych pozioméw van Hieléw osigganych
przez uczniéw jest nastawiona nie tyle na opisywanie tego, jak dzieci wyraza-
ja swe rozumienie ksztaltow w wyraznie okreslonych sytuacjach, lecz na pro-
cedure ewaluacyjng majaca na celu umieszczenie danego ucznia w ustalone;j
hierarchii (Papademetri-Kachrimani, 2012).
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ZWIAZEK ONTOGENEZY POZIOMOW VAN HIELOW
Z FILOGENEZA

W XIX w. biolog niemiecki Ernst Haeckel opracowal teori¢ rekapitulacji,
zwang tez teorig paralelizmu, zgodnie z ktérg rozwdj poszczegdlnych orga-
nizméw zwierzecych (zwany ontogenezg) odtwarza przesztos¢ ewolucyjna
danego gatunku (filogeneze), nosi w sobie jej slady. Lapidarnie okresla si¢ to
jako zasade: ontogeneza nasladuje filogeneze. We wspolczesnej biologii kon-
cepcja ta ma jedynie status historyczny, natomiast zainspirowala podobne
analizy poréwnawcze w lingwistyce i w matematyce, sledzace podobienstwa
i roznice rozwoju kompetencji i poje¢ (jezykowych badz matematycznych)
u pojedynczego dziecka i w rozwoju historycznym ludzkosci.

W dydaktyce matematyki zasada paralelizmu okazata si¢ owocna jako
pewne ukierunkowanie myslenia badaczy, gloszac, ze proces ksztaltowania
sie struktur matematycznych w indywidualnym rozwoju dziecka przypomi-
na skrocone powtorzenie — w ogélnym zarysie — procesu rozwoju wiedzy od
czasow prehistorycznych po wspoélczesnos¢ (Duda, 1982; Freudenthal, 1985;
Semadeni, 2015, s. 30-31). Miedzy innymi takie postawienie sprawy ukazu-
je dobitnie, ze osiggniecie tego, co dorostemu moze dzi§ wydac si¢ proste,
wymagalo kiedy$ stuleci, totez nic dziwnego, ze dziecku tez idzie to powoli,
etapami, musi ono pokona¢ — na skréty i nieraz inaczej — droge niezliczo-
nych wczesniejszych pokolen. Na przyklad skoro najwybitniejsi matematycy
potrzebowali okoto 300 lat (od Kartezjusza do Peana w XX w.), aby nalezycie
pojac i okresli¢ pojecie funkcji, to iluzja jest przekonanie, ze uczen zdota to
nalezycie zrozumie¢ po kilku lekcjach w szkole srednie;j.

Historia matematyki daje bardzo fragmentaryczny obraz tego, jak ksztal-
towaly sie pojecia geometryczne u ludzi przed znanym nam okresem Grecji
antycznej. Jednym ze zrédel naszej wiedzy jest analiza etymologii podstawo-
wych termindw geometrycznych (w réznych jezykach). Otéz pouczajace jest
to, ze terminy geometryczne pochodzg zazwyczaj od rzeczownikéw oznacza-
jacych znajome, konkretne obiekty, ktdrych ksztalt kojarzyl sie z nazywana
figura (Juszkiewicz, 1975, s. 17). Termin linia pochodzi od lacinskiego stowa
linea, ni¢ z Inu. Termin punkt pochodzi od fac. punctum, uklucie. Polskie sto-
wo Srodek pochodzi od serce (ongis$ bylo to serdce, por. stowo serduszko); od
tego za$ pochodzi stowo srednica. Stowo os pochodzi od 0$¢, geometryczny
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termin wierzchotek pochodzi od wierzch, a stozek to zdrobnienie stowa stdg.
Inne za$ terminy pochodzg od greckich stéow: sfera (pitka), romb (wirujacy
bak), trapez (stolik). Terminy geometryczne kofo, kula, kgt, bok majg zarazem
sens w jezyku codziennym, co bywa zrédlem trudnosci uczniéw, przypisuja-
cych tym terminom znane im znaczenie pozamatematyczne. W jezykach za-
chodnich i w rosyjskim sg tez inne terminy wywodzace si¢ z greckich, m.in.
conus (stozek) od greckiego konos (szyszka) oraz piramida (polskie: ostrostup)
ze stowa staroegipskiego. Z przykladami tymi wyraznie kontrastuja podstawo-
we terminy arytmetyczne: doda¢, odjgé, mnozyc, dzielic, a takze utamek. Wy-
wodzg si¢ one nie od widzianych przedmiotéw, lecz od czynnosci. Wskazuje
to wyraznie na fakt, iz mechanizmy ksztaltowania sie¢ poje¢ arytmetycznych
i geometrycznych s3 rézne. W sumie jednak nasza wiedza o dlugiej drodze
ludzko$ci do opisania podstawowych ksztattéw geometrycznych jest w znacz-
nym stopniu zgodna z tym, co mozna obserwowac u wspdlczesnych dzieci.
Historycy tocza spory o to, jakie twierdzenia geometryczne pochodza od
Talesa, jak mogly by¢ wowczas formutowane i w jakim sensie mozna moéwi¢
o tym, ze Tales je udowodnit (Juszkiewicz, 1975, s. 72; Kordos, 2005, s. 51; Mate-
matyka.net, 2017). Z imieniem Talesa uczeni starozytni taczyli pojecie dowodu
twierdzenia, to on mial pierwszy spytac ,dlaczego’, ale mozemy si¢ jedynie do-
mysla¢, jak Tales rozumowal. Zasadny jest zapewne domyst, ze wielkos¢ Talesa
polegata na tym, ze przeszed! on z poziomu deskryptywnego matematykow
egipskich i babilonskich na poziom trzeci van Hieléw - poziom abstrakeji.
Poréwnujac opis owych pieciu pozioméw z tym, co wiadomo z historii filo-
zofii i historii matematyki, mozna stwierdzi¢, ze zasluga pitagorejczykow bylo
stopniowe przechodzenie z poziomu trzeciego do czwartego, w ktérym mistrzem
okazal si¢ Euklides. Poziom piaty - rygorystycznych systeméw aksjomatycznych
- to juz dzieto uczonych XIX w. (Murawski, 1995; Kvasz 1998, s. 33-45). Zasada
paralelizmu wskazuje na to, aby owe 2200 lat, dzielacych w rozwoju historycznym
poziom IV dziela Euklidesa od poziomu V geometrii aksjomatycznej Hilberta
ijego nastepcow, uznac za wskazowke, ze skoro przejscie to byto ongis tak trudne
dla uczonych matematykéw, musi tez by¢ trudne dla 0séb uczacych si¢ obecnie.
Stosowanie zasady paralelizmu jako waznej wskazéwki do ukierunkowa-
nia nauczania matematyki jest wyrazne uwypuklone u Freudenthala. W jego
rozumieniu dydaktyczna fenomenologia jest sposobem ukazania nauczycielo-
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wi miejsc, w ktorych uczern mogtby wejsé w proces uczenia sig ludzkosci (Freu-
denthal, 1983, s. IX). Pdzniej, konczac w tej ksiazce rozdzial Geometrical
contexts, stara si¢ on okresli¢ symptomy wskazujace na moznos¢ uchwycenia
(grasp) geometrycznego kontekstu i umieszczenia tam obiektéw, ukazujac
nauczycielowi, co jest tam istotne, poprzez:

e rozpoznawanie,

e klasyfikowanie,

e odtwarzanie materialne,

e nazywanie,

e reprodukcje umystowa
obiektow umystowych i proceséw oraz poprzez uswiadomienie sobie tych
aktywnosci i ich opisywanie (Freudenthal, 1983, s. 248).

Kwestie zwigzane z ontogeneza poje¢ geometrycznych i ich filogeneza
wchodza réwniez w zakres wspoltczesnych badan z kognitywistyki matematyki
(Hohol, 2018).

PODSUMOWANIE

Poréwnanie pozioméw van Hieléw z poziomami Hejnego musi z koniecz-
nosci opiera¢ sie na porownywaniu zachowan dzieci, bowiem opublikowane
opisy poziomdw sa dos¢ ogdlne, a uzyte okredlenia sg trudno przektadalne
z jednych opiséw na drugie.

Uderzajace jest podobienstwo najnizszego poziomu: zachowanie dzieci
z poziomu modeli izolowanych w sensie Hejnego jest bardzo podobne do
poziomu wizualnego van Hielow.

Na wyzszych poziomach sytuacja si¢ komplikuje. Na drugim poziomie
(obiektow uosobionych) Hejny na plan pierwszy wysuwa fakt, ze figury geo-
metryczne stajg juz dla dziecka samodzielnymi obiektami myslowymi, ode-
rwanymi od zewnetrznego kontekstu, w ktérym je poznawalo. Natomiast
w opisie drugiego poziomu van Hielow (deskryptywnego, opisowego) ak-
centowane jest to, Ze na tym poziomie dziecko pojmuje, iz ksztalty takie jak
kwadrat maja pewne specyficzne wlasnosci, ktdre je charakteryzujg. Poziom
deskryptywny wydaje sie bardziej zblizony do poziomu obiektéw spotecznych
(trzeciego poziomu u Hejnego), czyli poziomu idei (w tym idei obiektow po-
jedynczych, rodzinnych i spotecznych), ale ich opis jest zasadniczo rézny.
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